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はじめに
X はノルムを ‖ · ‖とする実 Banach空間、DはX の閉集合とする。
D上 Lipschtitz作用素の半群とは、次の３つの条件が成り立つDからそれ
自身への Lipschtitz作用素の１パラメータ族 {T (t) : t ≥ 0}を意味する。
(S1) T (0)x = x , T (t)T (s)x = T (t+ s)x for x ∈ D , t, s ≥ 0
(S2) ∀x ∈ Dに対して、関数 t→ T (t)xは [0,∞)からX への連続関数
(S3) ∀τ > 0に対して、‖T (t)x− T (t)y‖ ≤Mτ‖x− y‖
for x, y ∈ D and t ∈ [0, τ ]
となるようなMτ ≥ 1が存在する。
そして、ここでは、減衰項を伴う準線形波動方程式に対する初期値境界値
問題 {
∂tu = ∂xv
∂tv = ∂xϕ′(u)− νv
(1)
u(t, 0) = u(t, 1) = 0, ∂xv(t, 0) = ∂xv(t, 1) = 0
u(0, x) = u0(x), v(0, x) = v0(x)
(0 < x < 1、t > 0)への Lipschtitz作用素の半群の生成定理の応用を与え
る。ここで、ν > 0 で、ϕ ∈ C4(−∞,∞) は ϕ(0) = ϕ′(0) = 0 を満たし、
r ∈ (−∞,∞)において、ϕ′′(r) ≥ c0 となる c0 > 0が存在すると仮定する。
1 Lipschtitz作用素の半群
ここでは、主な既知の結果を言及していく。
定理 1.1. {T (t) : t ≥ 0}は、Dから２つの条件 (S1)と (S2)を満たす自身
への Lipschitz作用素の１パラメータ族とする。すると、次の３つは互いに同
値である。
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(１) {T (t) : t ≥ 0}はDにおける Lipschitz作用素の半群である。
(２) x, y ∈ D , t ≥ 0に対して、‖T (t)x− T (t)y‖ ≤Meωt‖x− y‖となるよ
うなM ≥ 1と ω ∈ Rが存在する。
(３) ω ∈ Rと、次の性質 (V )を満たすX×X上で定義された非負値Lipschitz
連続汎関数 V が存在して、
V (T (t)x, T (t)y) ≤ eωtV (x, y) for x, y ∈ D and t ≥ 0
が成り立つ。
(V) M ≥ m ≥ 0が存在して、
m‖x− y‖ ≤ V (x, y) ≤M‖x− y‖
が成り立つ。
{T (t) : t ≥ 0}をD上の Lipschitz作用素の半群とするとき、{
A0x = limh↓0(T (h)x− x)/h for x ∈ D(A0)
D(A0) = {x ∈ D ; limh↓0(T (h)x− x)/h}
によって、定義される作用素 A0は、{T (t) : t ≥ 0}の無限小生成作用素と呼
ばれる。
定理 1.2. (Kobayashi− Tanaka[1])
Aは、DからX への連続作用素とする。Aが、D上の Lipshitz作用素の
半群 {T (t) : t ≥ 0}の無限小生成作用素であるためには、次の (A1)と (A2)
が成り立つ事が必要十分条件である。
(A1) lim infh→0 d(x+ hAx,D)/h = 0 for x ∈ D
(A2) ω ≥ 0と定理 1.1の条件 (V )を満たすX ×X 上の非負値 Lipshitz連続
汎関数 V が存在して、
D+V (x, y)(Ax,Ay) ≤ ωV (x, y) for x, y ∈ D
が成り立つ。
この場合、次の (ACP ;A, x)の唯一の時間大域解 u(t;x)が t ≥ 0に対して、
u(t;x) = T (t)x によって与えられる。
(ACP ;A, x)
du
dt
= Au , t ≥ 0 ; u(0) = x
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2 準線形波動方程式への応用
定理 2.1. ある r0 > 0が存在し、‖(u0, v0)‖H2×H2 ≤ r0で、u0(0) = u0(1) =
0、∂xv0(0) = ∂xv0(1) = 0である (u0, v0) ∈ H2(0, 1) × H2(0, 1)に対して、
(1)は初期条件 (u, v)|t=0 = (u0, v0) を満たす唯一の解
(u, v) ∈ (C1([0,∞);L2(0, 1)× L2(0, 1)) ∩ L∞(0,∞;H2(0, 1)×H2(0, 1))
をもつ。更に、(u, v)と (uˆ, vˆ)が ‖(u0, v0)‖H2×H2 ≤ r0、‖(uˆ0, vˆ0)‖H2×H2 ≤
r0、u0(0) = u0(1) = 0, ∂xv0(0) = ∂xv0(1) = 0、uˆ0(0) = uˆ0(1) = 0, ∂xvˆ0(0) =
∂xvˆ0(1) = 0 を満たす初期値 (u0, v0), (uˆ0, vˆ0) ∈ H2(0, 1)×H2(0, 1)に対する
(1)の解ならば、t ≥ 0に対して、不等式
‖(u(t, ·), v(t, ·))− (uˆ(t, ·), vˆ(t, ·))‖L2×L2 ≤Meωt‖(u0, v0)− (uˆ0, vˆ0)‖L2×L2
が成り立つ。ただし、M ≥ 1と ω ≥ 0は、(u0, v0) , (uˆ0, vˆ0) , t に依存しな
い定数である。
定理の証明において、H2(0, 1)×H2(0, 1)における汎関数
H(u, v) =
1
2
∫ 1
0
v2 + |νu+ ∂xv|2 + |ν∂xu+ ∂2xv|2dx
+
1
2
∫ 1
0
ϕ′′(u)(|∂xu|2 + ∂2xu|2)dx+
∫ 1
0
ϕ(u)dx
を考える。r ∈ (−∞,∞)に対して、c0r2/2 ≤ ϕ(r) ≤M2(|r|)r2/2が成り立つ。
ただし、各々のk = 1, 2, 3, r ∈ (0, 1)に対して、Mk(r) = sup {|ϕ(k)(s)| : |s| ≤ r}
をおく。
H1(0, 1) ⊂ L∞(0, 1) and ‖u ‖L∞(0,1)≤
√
2‖u‖H1 for u ∈ H1(0, 1) (2)
だから、
Cν‖(u, v)‖2H2×H2 ≤ H(u, v) ≤ Cν(1 ∨M2(‖u‖H1))‖(u, v)‖2H2×H2 (3)
for (u, v) ∈ H2(0, 1)×H2(0, 1)
今、ここでX をノルム ‖(u, v)‖ = (‖u‖2L2 + ‖v‖2L2)1/2を伴う実Hilbert空
間とし、
V ((u, v), (uˆ, vˆ)) = {
∫ 1
0
(
∫ uˆ
u
√
ϕ′′(r) ∧M0 dr)2 + (vˆ − v)2dx}1/2
for (u, v), (uˆ, vˆ) ∈ X
によって、X ×X 上の汎関数 V を定義する。V (·, ·)はX 上の距離で、かつ、
不等式
(1 ∧ c0)1/2‖(u, v)− (uˆ, vˆ)‖ ≤ V ((u, v), (uˆ, vˆ)) ≤ (1 ∨M0)‖(u, v)− (uˆ, vˆ)‖ (4)
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が (u, v), (uˆ, vˆ) ∈ Xに対して成り立ち、汎関数 V はX×X においてLipshitz
連続である。定理 2.1は、次の定理 2.2により定理 1.1を用いて、証明するこ
とができる。
定理 2.2. X における非線形作用素 Aを以下のように定義する。
A(u, v) = (∂xv, ∂xϕ′(u)− νv) for (u, v) ∈ D
D = {(u, v) ∈ H2(0, 1)×H2(0, 1) : H(u, v) ≤ r0,
u(0) = u(1) = 0, ∂xu(0) = ∂xu(1) = 0}
r0 > 0かつM0(≥ √c0)が存在して、次の 4つの条件が成り立つ。
(a) Dは、X 上で閉集合である。
(b) A : D → X は連続作用素である。
(c) Aが V に関して ω-消散的となる ω ∈ Rが存在する。すなわち
D+V ((u, v), (uˆ, vˆ))(A(u, v), A(uˆ, vˆ)) ≤ ωV ((u, v), (uˆ, vˆ))
for (u, v), (uˆ, vˆ) ∈ D
(d) lim infλ↓0 d((u, v) + λA(u, v), D)/λ = 0 for (u, v) ∈ D。
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